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De maneira intuitiva, um fluido é qualquer substancia que tem a propriedade de adquirir
a forma do recipiente que o contém. De forma rigorosa podemos caracterizar os fluidos como
substancias que possuem baixa resisténcia as deformacoes que preservam volume, por exemplo,
agua, petréleo e gas. Uma caracteristica fisica relevante dos fluidos é a viscosidade, a qual pode
ser interpretada como uma medida da fricgao entre suas particulas. Informalmente podemos
dizer que a viscosidade mede o quao “grudento” é o fluido. Todo fluido possui uma certa
viscosidade, porém em determinados problemas reais é possivel modelar o comportamento do
fluido sob a hipdtese que este possui viscosidade zero — neste caso dizemos que o fluido é ideal.

O objetivo deste trabalho é apresentar a modelagem matematica das equacoes de Euler, as
quais governam a dinamica de um fluido ideal. As equacoes de Euler consistem de um sistema
de equagoes diferenciais parciais nao linear e sao apresentadas abaixo:
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onde p é a densidade, P é a pressao, u o vetor velocidade, ¢t o tempo e b um tipo de
forca qualquer, um exemplo desta forca seria a gravidade por unidade de massa. Fisicamente
essas equacoes referem-se a conservacao da quantidade de movimento e conservagao de massa,
respectivamente.

As equagoes de Euler apareceram pela primeira vez num artigo publicado por Leonard
Euler em 1757 intitulado “Principes généraux du mouvement des fluides” (Principios Gerais
dos Movimentos de Fluidos). A modelagem matematica das equagoes de Euler podem ser
feita por meio de duas formulagoes (ou metodologia), a saber, via formulacgdo Euleriana ou
Lagrangeana.

Na formulagao Euleriana, fixamos uma regiao de dominio do fluido e medimos as grandezas
do escoamento (densidade, pressao e velocidade) para todo instante de tempo nesta regiao. Ja
na formulacao Lagrangeana, as grandezas do escoamento sao especificadas em uma regiao do
fluido que varia ao longo do fluxo.

Neste estudo foi-se estabelecido estudar norteando-se pela Formulacao Euleriana, e, a razao
para isso deve-se ao fato desta ser mais simples, pois as ferramentas principais necessarias para
sua compreensao sao os teoremas classicos de andlise vetorial (tais como Teorema de Stokes e
Divergéncia) vistos nos cursos de célculo.

Deste modo, fixada uma regiao W de interesse, deduziremos as equacoes de Euler baseados
em dois principios fisicos:



e Conservacao de massa: A massa nao é criada e nem destruida;

e Conservacao da quantidade de movimento: A taxa de variagao de movimento de uma
porcao do fluido é igual a forga resultante nele.

A massa de porcao de fluido que ocupa a regiao W no instante t é dada por:

m(W, 1) = /W p(T1) dV @)

onde p(Z,t) é a densidade do fluido e dV o elemento de volume no plano ou no espago.
Como nesta formulagao, a regiao de dominio W é fixa, nao se altera com o tempo, entao a taxa
de variacao de massa em W é

Wity =
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Por outro lado, seja OW a fronteira de W, a massa de fluido que passa através de OW por
unidade de tempo é determinada pela integral abaixo

| i-itaa (4)

onde dA é a unidade de area, u é o campo velocidade e 72 é o vetor normal unitario apontando
para fora. Essa interpretacao fisica da integral pode ser obtida facilmente fazendo os estudos
das unidades.

Note que

e Se a massa dentro de W estd aumentando, entao

im(W, t)y>0 e / (pu) - dA <0 (5)
dt oW

e Analogamente, se a massa dentro de W estd diminuindo, entao

d
LWty <o e / (pil) - 7 dA > 0 (6)
dt oW

O Principio de Conservagao da massa afirma que o crescimento de massa dentro de W ¢é
igual a taxa na qual a massa esta atravessando a fronteira na direcao interior de W, disto,

obtemos a equacao
/ Ly —/ (pil) - 7 dS (1)
w Ot w

p
que é a forma intergral do principio de conservacao de massa. A sua forma diferencial é
encontrada utilizando-se do Teorema da Divergéncia e, apds alguns calculos chega-se a conclusao
que

dp L
awLV-(pu)—O (8)

representa a forma diferencial do principio de conservagao de massa, também conhecida como
equacao da continuidade.

As equagoes que preservam a quantidade de movimento sao deduzidas seguindo principios
das Leis de Newton.

A quantidade de movimento relaciona a massa de um corpo com a sua velocidade, e, pela
Fisica, é dada por Q = mu, onde m é a massa e U é a velocidade. Considerando o mesmo
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domino fixo W, a forga total exercida sobre o fluido dentro de W através da fronteira OW é
dada por

Fo=- [ pldpida (9)
ow

onde p é a pressao exercida pelo fluido. Como 77 aponta pra fora, essa é a razao pela qual
a equacao acida é negativa. Tomando um vetor € unitario apontando para uma direcao fixa
qualquer, ao calcular €- Fg e aplicando o Teorema da Divergéncia, obtemos o seguinte resultado

— / V-pdV (10)
w
que de fato, verificando as unidades, é a for¢ca. No entanto, tomando l;(f, t) uma forga externa
por unidade de massa agindo sobre o fluido, temos

Bz, 1) - /W p(7,1) (T, 1) dV (11)

um exemplo frequente de forca béa gravidade por unidade de massa. Sendo assim, a forca
resultando agindo sobre W é dada por

ﬁR:—/ VpdV+/ pb dV (12)
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assim, a forca resultante por unidade de volume é igual a —Vp + pg. Porém, pela 2° Lei de
Newton, F=m ta, assim D
~ U
Fr= Wth av (13)
Juntando as relacoes de ingualdade e expandindo a derivada material, obtemos no entanto
que
ou
n
note que acima temos trés equacoes, das quais ficarao mais claras na sua versao integral do
balanco de quantidade de movimento apresentadas abaixo

d

4 pﬁsz—/ (@ - ) pit + pid) dA+/ ob v (15)
dt Jw ow W

A primeira parcela representa a taxa de variagdo no tempo da quantidade de movimento,
enquanto que a segunda, o fluxo da quantidade de movimento na fronteira e a terceira parcela,
o efeito das forcas de massa externa.

Os detalhes das deducoes é o tema central da apresentacao. Neste estudo foi-se estabelecido
estudar norteando-se pela Formulacao Euleriana, e, a razao para isso deve-se ao fato desta
ser mais simples, pois as ferramentas principais necessarias para a sua compreensao Sao 0S
teoremas cldssicos de analise vetorial (tais como Teorema de Stokes e Divergéncia) vistos nos
cursos de calculo. A escolha por essa técnica permitiu abordar o tema de modo a torna-lo mais
compreensivel possivel para estudantes de graduagao de Matematica e areas afins.

+1@-V(pil) = —Vp+ pb (14)
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