Ntimeros Complexos e Polindmios Prof. Gustavo Sarturi

['] Esse documento estd sob constantes atualizacdes, qualquer erro de ortografia,
calculo, favor comunicar. Ultima atualizacdo: 01/11/2018.

1 Numeros Complexos

1.1 Introducdo

Seja R o conjunto dos Reais. Consideremos o produto cartesiano R x R = IR? tal que:

R? = {(x,y)|x,y € R} (1)

Se tomarmos dois elementos (a,b) e (c,d) de R?, podemos definir as seguintes
operagoes:

1. Igualdade: (a,b) = (c,d) < a=ceb=4d
2. Adigéo: (a,b) + (¢, d) = (a+¢,b+4d)
3. Multiplicagdo: (a,b) - (c,d) = (ac — bd,ad + bc)

O conjunto dos nimeros complexos (denotado por C) é o conjunto dos pares ordena-
dos de nimeros reais para as quais estd definidas as operagdes acima. E usual repre-
senta cada elemento (x,y) € C com o simbolo z, logo:

zeCsz=(xy)sendox,y € R (2)

Teorema (Adicdo em C) A operacdo de adicdo define em C uma estrutura com as
seguintes propriedades:

1. Propriedade associativa;

2. Propriedade comutativa;

3. Existéncia do elemento neutro; 3e, € C |z+e;, =2z, Vz € C
4. Existéncia do elemento simétrico;Vz € C 32/ € C |z+ 2 =e¢,

Teorema (Multiplicacdo em C) A operacdo de multiplicacdo define em C uma es-
trutura com as seguintes propriedades:

1. Propriedade associativa;
2. Propriedade comutativa;
3. Existéncia do elemento neutro; 3 e, € C |z ey, =z, Vz € C

4. Existéncia do elemento inverso; Vz € C* 32" € C | z- 2 = ¢y



Exercicio: Prove os Teoremas enunciados;
Divisao: Decorre do dltimo item do Teorema anterior que, dados z; € C tal que
z1 = (a,b) # (0,0) e zo = (c,d), existe um tnico z € C ta que z1 - z = zp. Mostre que

z2 _ ca-+db da—cb
z1  \a2+b2" a2+ b?

Teorema (Distribui¢dao) Em C é valido a seguinte relacdo:

Z1 (Zz + 23) = z12p + 2123 V21, 22,23 € C

Demonstracdo: A cargo do leitor.

1.2 Forma Algébrica

Se considerarmos um subconjunto R’ de C formado pelos pares ordenados cujo a se-
gunda componente é nula, ou seja:

R = {(a,b) € C | b =0}

E considerarmos uma aplicagéo de f, de R — R’ que leva cada x € R ao par (x,0) €
R/, verificamos que tal aplicagdo é sobrejetora, pois, todo par de R’ é correspondente,
segundo f de x € R, além disso, se tomarmos x,x’ € R com x # x’ temos que
(x,0) € R"e (x/,0) € R’ sdo distintos, ou seja, a aplicagdo é injetora. Como a aplicagdo
é injetora e sobrejetora, temos entdo que ela é bijetora. Além do mais, note que a
aplicacdo f conserva as operagdes de adi¢cdo de multiplicacdo. Note que a 4 b com
a,b € R estd associado a (a +b,0) € R/, ou seja:

fla+b) =(a+0b,0) = (a,0)+(b,0) = f(a) + f(b)
. E facil de ver que com o produto ab ocorre o mesmo, e que

f(ab) = f(a) - f(b)

Como existe uma bijecdo nesta aplicacdo que conserva as operagdes de soma e pro-
duto, dizemos que R e R’ sdo isomorfos. Devido a esse isomorfismo, operar com (x,0)
leva a resultados andlogos aos obtidos operando com x, o que justifica a igualdade
x = (x,0),¥ x € R. Assim, o conjunto dos ntiimeros reais R passa a ser considerado
subconjunto do conjuntos dos C, ou seja, R C C;

Definimos entdo, unidade imagindria e indicamos por i, o nimero complexo (0, 1).
Note que com isso, obtemos que

2=i-i=(0,1)-(0,1)=(0-0-1-1,0-1+1-0) = (=1,0) = —1

Que é a propriedade bésica da unidade imaginaria, ou seja: i = —1
Como isso podemos obter informagdes quanto i%,i%,73, - - - por exemplo. Fica como
exercicio entdo mostrar que:

i4n — 1, i4n+1 —

i, i41’l+2 =1, i41’l+3 -
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para qualquer n € IN.
Note que, dado um nimero complexo z = (x,y), temos:

z=(xy) = ®0)+ 0Oy =*0)+(y-0-0-1Ly-1+0-0) = (x,0) + (y,0) - (0,1)
Como (0,1) por definicdo é i, temos entao:
z=x+yi (3)

Ou seja, todo nimero complexo pode ser escrito sob essa forma que chamamos
de “forma algébrica”. O nimero real x é chamado de parte real de z, enquanto que
o numero real y é a parte imagindria de z. Denotamos respectivamente por Re(z) e
Im(z). Denotar dessa forma é muito bom pois, a multiplicagdo fica mais “natural”, ao
invés de calcularmos a multiplicacdo da forma como definimos inicialmente, podemos
simplesmente fazer um produto usual, ou seja:

(a+bi)(c+di) = a(c+di) + bi(c +di) = ac + adi + bci + bdi® = (ac — bd) + (ad + bc)i

1.3 Conjugado de C
Definigdo: O conjugado de um ntmero complexo z = x + yi é denotado por z e
definido como
Z=x—yi
Teorema Para todo z € C tem-se que:
1. z+z=2-Re(z);
2.z—z2=2-Im(z) -i;
3.z=z&zeR
Teorema Se z; e z; sdo nameros complexos quaisquer, entdo:
Lzatn=a+%n
2.2 ;2=21"22

Voltando ao caso da divisdo, observe que agora possuimos um processo mais pratico
de fazer a divisdo entre dois ntimeros complexos:

zp _c+di _ (c+di)(a—bi) ca+db+da—cbi
z1 a+bi  (a+bi)(a—bi) a2+b>  a%+Db?

Lembre-se, ndo leve isso como uma férmula, pois, aparece naturalmente. Con-
cluimos entdo que basta multiplicarmos a nossa expressao pelo conjungado no nu-
merador e denominador (para manter a igualdade).



2 Forma Trigonométrica

**Segdo em construcdo; porém, vai um resumo:
Defini¢do: A norma de um ndmero complexo z = x + yi é um nimero real e
positivo:
N(z) = x* +y*

Defini¢do: O médulo de um nimero complexo z = x + yi é um ntmero real e

positivo que satisfaz:
|z =p=/N(z)

Teorema Se z; e z; sdo dois nlimeros complexos quaisquer, entdo:

L |21 22 = a1l - |22

2.24_@227&0

72 |z
cz1 4+ 22| < z1] + |22

Definic¢dao: O argumento de um ntimero complexo, ndo nulo, o dngulo 6 tal que:

[6V]

X )
cosf = — sing = =

DI

- Em sala de aula: Plano de Argand Gauss,
Dado um ntmero complexo z = x + yi, ndo nulo, note que:

z:x+yi:p(g+%i) = p(cosf + i - sinf)

Que ¢é a forma polar (ou trigonométrica) de z.

- Em sala de aula serdo discutidos a potenciacdo, radiciacdo, equagdes bindmias e
trindmias com ntimeros complexos. Deixarei abaixo apenas algumas férmulas e lem-
bretes para eu poder continuar escrevendo em breve. Ndo entraremos muito em de-
talhes, porém, é bom saber e ter uma ideia de como funciona, se cair numa segunda
fase, as férmulas provavelmente serdo dadas.

1° Férmula de Moivre

2" = p"(cosf + i - sinb) 4)

2° Formula de Moivre

zk:p% (cos<g+K-2—n)+i-sin<€+K'2—n)) (5)
n n n n

1
onde zy =z <z} =z
Equacgdo Bindmia
Chama-se equagdo bindmia toda equagao redutivel a forma:
ax"+b=0
ondea,be C,a#0eneN
Equacdo Trin6mia
Chama-se equagdo bindmia toda equagdo redutivel a forma:
ax*" +bx" +c =0

ondea,b,ce C,a,b #0en € N



3 Exercicios

**A ser atualizado!

1. Efetuar as seguintes operagdes indicadas:

(@) (6+7i)(1+1) (i) (4-30)(5—1)(1+1i)
(b) (5+4i)(1—1)+ (2+1)i G) (1+2i)(2+1)

(©) (1+42i)2 — (3+4i) (k) (7 +2i)(7 — 2i)

(d) (3+2i)+ (2—5i) 1) (3+2i)?

(e) (5—2i)— (2+8i) (m) (5—1i)?

O A4+ 1 —i)—-2 (n) (1+1i)°

(8) (6+7i) — (4+2i) + (1—-10i) (0) (5—1)?

(h) (2—30)(1+5i) (p) (3+2i)2

2. Provar que (1 + i)? = 2i e colocar na forma algébrica o ndmero:

(1+14)%0 — (141)

Z= 196
3. Calcule as seguintes poténcias de i
(a) i76 (b) ;110 (C) %7 (d) 203

4. Provar que (1 —i)? = —2i e calcular (1 — )% + (1 — )"’

5. Determinar x € R e y € R que satisfaza as seguintes equagdes:

(@) 2+3yi =x+9i ®) (3+yi) + (x —2i) =7 —5i
(b) (x +yi)(3+4i) = 7 + 26i .

(@) (x +yi)? = 4i (8) (x+yi)* =2i |

(d) 3+ 5ix = y — 15i (h) (2—x+3y)+2yi=0

(e) (x+yi)(2+30) =1+8i (@) (3—1)(x+yi) =20

6. Qual é a condicdo para que o produto de dois nimeros complexos a + bi e ¢ + di
dé um ntimero real?

7. Encontre a solugdo geral para a equagdoy = ax>+ bx + c sabendo que a, b, c € R,
e b? > 4ac, ou seja, o discriminante é tal que A < 0.

8.

['] Mais exercicios serdo adicionados em breve!



